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Â ïðîåêòå �1 èññëåäîâàëàñü äâóìåðíàÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà(
_x = y cos(kx)

_y = ax2y + x

k
sin(kx) :

(1)

Áûëè íàéäåíû å¼ íåïîäâèæíûå òî÷êè, îïðåäåëåíû èõ òèï è óñòîé÷èâîñòü, ðàññìî-

òðåíû áèôóðêàöèè ïðè èçìåíåíèè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ âûíóæäåííîãî ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ýòîé ìîäåëè ÿâëÿ-

åòñÿ öåëüþ äàííîé ðàáîòû.

Ïðîåêöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà ïëîñêîñòü XY

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1) âîçìóùàåòñÿ äîáàâëåíèåì ãàðìîíè÷åñêîãî ÷ëåíà F cos(!t) â ïðà-

âóþ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ.(
_x = y cos(kx) + F cos(!t)

_y = ax2y + x

k
sin(kx) :

(2)

Ïàðàìåòðû ìîäåëè a = �0:2 è k = � ôèêñèðîâàíû. Ïðè òàêîì âûáîðå ïàðàìåò-

ðîâ íåâîçìóù¼ííàÿ ñèñòåìà èìååò íåïîäâèæíûå ñåäëîâûå òî÷êè, óñòîé÷èâûå óçëû è

óñòîé÷èâûå ôîêóñû. Ñèñòåìà ðåøàëàñü ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû rkfixed ïà-

êåòà mathcad ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Âû÷èñëåííûå ìàññèâû x(t) è y(t)

ïåðåäàâàëèñü â "Microcal Origin"è ðèñîâàëèñü íà îäíîì ãðàôèêå. Ðåçóëüòàò ïîêàçàí

íà ðèñ.1. Ïðè äàííûõ F = 0:6 è ! = 1 ïðàêòè÷åñêè îêîëî êàæäîé íåïîäâèæíîé

óñòîé÷èâîé òî÷êè íåâîçìóùåííîé ìîäåëè ñóùåñòâóåò óñòàíîâèâøååñÿ ïåðèîäè÷åñêîå

äâèæåíèå.

Ðèñ.1: Ïðîåêöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà ïëîñêîñòü XY

Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòèê óñòàíîâèâøå-

ãîñÿ ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ îò óïðàâëÿþùèõ ïàðà-

ìåòðîâ F è !

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äâèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè x0 =

1:5�
k

= 1:5; y0 = 1

1:5�a
= �1:061. Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì íåâîçìó-

ù¼ííîé ñèñòåìû.
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1. Ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ìàëóþ îêðåñòíîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïðåäñòàâèì x è y êàê x = x0+�,

y = y0 + �, ãäå �; � ìàëû. Ïîäñòàâèì x è y â (2). Ðàñêëàäûâàÿ sin(kx), cos(kx) è

ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà è âûøå ïî � è �, ïîëó÷èì:(
_� = y0k � + F cos(!t)

_� = (2x0y0a�
1

k
) � + ax0

2� + (ax0
2y0 �

x0

k
) ;

(3)

èëè (
_� = �10

3
� + F cos(!t)

_� = 1

�
� � 9

20
� :

(4)

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû:(
� = �(10 cos(!t) + 3! sin(!t))

� = ( 2043�

�(400!2+81)
� � 3

�
) cos(!t) + 4540!�

�(400!2+81)
sin(!t) :

(5)

Çäåñü � = 3F

9!2+100
.

2. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ïåðâîé ôóðüå-ãàðìîíèêè îò ÷àñòîòû

Ðåøåíèå (5) áûëî ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè � è �. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íà-

êëàäûâàåò óñëîâèÿ íà îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ F è !. Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ

çíà÷åíèÿõ F ëèíåàðèçîâàííîå ðåøåíèå çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íîãî. Äëÿ ýòîãî,

ôèêñèðóÿ ! = 0:5, ñòðîèì ïðîåêöèè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà ïëîñêîñòü XY ïðè ðàç-

ëè÷íûõ F . Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.2.

Ðèñ.2: Ïðîåêöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà ïëîñêîñòü XY ïðè ðàçëè÷íûõ F

Ïðè F = 0:04 ëèíåàðèçîâàííîå ðåøåíèå áëèçêî ê òî÷íîìó. Ðàçíèöà ìåæäó íèìè

ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíà óæå ïðè F = 0:2, à ïðè F = 0:7 ïðîåêöèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè

òî÷íîãî ðåøåíèÿ óæå íå ëåæèò â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Ïîýòîìó ïðè

èñïîëüçîâàíèè ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû áóäåì îãðàíè÷èâàòü F � 0:1.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ïåðâîé ôóðüå-ãàðìîíèêè îò ÷àñòîòû âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ëèíåàðèçàöèè, ïîëîæèâ F = 0:04. Âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ

äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè, ïîñêîëüêó A1(!) îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïåðåä cos(!t)

è sin(!t) â (5). Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè ïîêàçàíû íà ðèñ.3.

Ðèñ.3: Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ïåðâîé ôóðüå-ãàðìîíèêè îò ÷àñòîòû, A1(!)

3. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà àíãàðìîíèçìà � îò âåëè÷èíû âîçìó-

ùåíèÿ F

Äëÿ íàõîæäåíèÿ �(F ) íåîáõîäèìî áðàòü çíà÷åíèÿ F , âûõîäÿùèå çà ïðåäåëû îáëàñòè,

ãäå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè, ïîýòîìó çàâèñèìîñòü �(F )

áóäåì ïîëó÷àòü ÷èñëåííî. Ôèêñèðóåì ! = 0:5. Íà ïåðâîì ýòàïå x(t); y(t) ñ÷èòàþòñÿ

ïðîöåäóðîé rkfixed. Çàòåì ýòè ìàññèâû ïåðåäàþòñÿ â "Microcal Origin"è àïïðîêñèìè-

ðóþòñÿ ôóíêöèåé  (t) (ïóíêò Analysis/Non-linear Curve Fit... ).

 (t) = c0 +

4X
k=1

ck cos(k!t) + sk sin(k!t) :

Òàêèì îáðàçîì âû÷èñëÿþòñÿ àìïëèòóäû ôóðüå-ãàðìîíèê äî ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà âêëþ-

÷èòåëüíî. Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè �(F ) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.4.

Ðèñ.4: Çàâèñèìîñòü �(F )
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Ïàäåíèå � ïðè F > 0:7, âîçìîæíî, îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ

óñòàíîâèâøåãîñÿ ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, âûõîäÿ èç èññëåäóåìîé îêðåñòíîñòè íåïî-

äâèæíîé òî÷êè, îêàçûâàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì äðóãèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

4. Ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïðè áîëüøèõ F

Ïðè âåëè÷èíå âîçìóùåíèÿ F , ñðàâíèìîé ñ ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó íåïîäâèæíûìè òî÷êà-

ìè íåâîçìóùåííîé ìîäåëè, ïðîåêöèÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèè ìîæåò îõâàòûâàòü íåñêîëü-

êî òî÷åê. Ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èññëåäîâàòü ÷èñëåííî, ïîëüçóÿñü

ìåòîäîì, îïèñàííûì ïðè ïîñòðîåíèè ïðîåêöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà ïëîñêîñòü XY

â íà÷àëå ïðîåêòà. Ïîëó÷åííàÿ êàðòèíà ïîêàçàíà íà ðèñ.5.

Ðèñ.5: Ïðîåêöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà ïëîñêîñòü XY ïðè áîëüøîì F

Ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ âäîëü îñè X ïðè

ëþáîì âûáîðå íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Åäèíñòâåííîé óñòàíîâèâøåéñÿ ïåðèîäè÷åñêîé òðà-

åêòîðèè íåò, ïîñêîëüêó å¼ ôîðìà çàâèñèò îò çàäàíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè ñ÷¼òà. Âìåñòå

ñ òåì, íà ïëîñêîñòè âñ¼ æå ìîæíî âûäåëèòü êðèâûå, âäîëü êîòîðûõ ðàñïîëàãàþòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè.


