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Èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà èìååò âèä:(
_x = y cos(kx)

_y = ax2y + x
k sin(kx)

(1)

Âûáîð äàííîé ñèñòåìû íè÷åì íå îáîñíîâàí.

Íàõîæäåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê(
y cos(kx) = 0

ax2y + x
k
sin(kx) = 0:

(2)

1:

(
y = 0
x
k
sin(kx) = 0;

2:

(
cos(kx) = 0

ax2y + x
k
sin(kx) = 0:

(
y = 0

x = �n
k ; n 2 Z:

Î÷åâèäíî, ÷òî a 6= 0 è x 6= 0. Òîãäà ïîëó÷àåì:

(
cos(kx) = 0

axy + 1
k
sin(kx) = 0;

(
x = �

2k + �n
k

a( �
2k + �n

k )y + 1
k (�1)n = 0;

8<
:

x = �
k (n+ 1

2
)

y =
(�1)n+1

�a(n+ 1

2
)
; n 2 Z:

Èòàê, èìååì íåïîäâèæíûå òî÷êè:(
y = 0

x = �n
k ; n 2 Z;

(3)

è 8<
:

x = �
k (n+ 1

2
)

y =
(�1)n+1

�a(n+ 1

2
)
; n 2 Z:

(4)

Ëîêàëüíàÿ äèññèïàöèÿ

� = yk sin(kx)� ax2:

Ëîêàëüíàÿ äèññèïàöèÿ çíàêîïåðåìåííà. Îïðåäåëèì îáëàñòè å¼ ïîëîæèòåëüíûõ è

îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé. Ïóñòü � > 0, òîãäà

yk sin(kx) > ax2:

Ðåøèì ýòî íåðàâåíñòâî ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ. Ïóñòü a = �0:2; k = �:

Òîãäà

y > ax2

k sin(kx)
, åñëè k sin(kx) > 0

è

y < ax2

k sin(kx)
, åñëè k sin(kx) < 0.

Ãðàôèê y = ax2

k sin(kx)
èçîáðàæåí íà ðèñ.1. Òàì æå ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü y = k sin(kx):
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Ðèñ.1: Ê îïðåäåëåíèþ çíàêà �

Îïðåäåëåíèå òèïà íåïîäâèæíûõ òî÷åê è èõ óñòîé÷èâîñòü

Ìàòðèöà óñòîé÷èâîñòè èìååò âèä:

M =

8>>>: �yk sin(kx) cos(kx)

2axy +
sin(kx)

k + x cos(kx) ax2

9>>>; : (5)

Ñëåä ìàòðèöû (5) S = ax2 � yk sin(kx); å¼ îïðåäåëèòåëü

D = �akx2y � cos(kx)
�
2axy +

sin(kx)
k + x cos(kx)

�
:

1. Íåïîäâèæíûå òî÷êè (3)(
y = 0

x = �n
k ; n 2 Z:

Äëÿ íèõ S = a(�nk )2, D = �cos(kx) sin(kx) 1k � x cos2(kx) = ��n
k . Ðàññìîòðèì

íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1. a > 0;=) S > 0.

Òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ n
k > 0 (òî åñòü x > 0 è D < 0) ÿâëÿþòñÿ ñåäëîâûìè. Åñëè

n
k
< 0, òî òî÷êè áóäóò íåóñòîé÷èâûìè ôîêóñàìè èëè óçëàìè:

à) íåóñòîé÷èâûå óçëû, åñëè S2

4
�D > 0;()

n

k
< �

1

a2=3�
;

á) íåóñòîé÷èâûå ôîêóñû, åñëè S2

4
�D < 0;()

n

k
> �

1

a2=3�
:

2. a < 0;=) S < 0.

Åñëè n
k
> 0 (òî åñòü x > 0 è D < 0), òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè - ñåäëîâûå.

Åñëè n
k
< 0, òîãäà:
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à) óñòîé÷èâûå óçëû, åñëè S2

4
�D > 0;()

n

k
< �

1

a2=3�
;

á) óñòîé÷èâûå ôîêóñû, åñëè S2

4
�D < 0;()

n

k
> �

1

a2=3�
:

3. a = 0;=) S = 0.

Åñëè n
k > 0 =) D < 0, òî ýòè òî÷êè - ñåäëîâûå. Åñëè n

k < 0 - òî÷êè òèïà öåíòð.

2. Íåïîäâèæíûå òî÷êè (4)8<
:

x = �
k (n+ 1

2
)

y =
(�1)n+1

�a(n+ 1

2
)
; n 2 Z:

Ñëåä S = a(�
k
(n+ 1

2
))2 � (�1)n+1 k

�a(n+ 1

2
)
sin(�

k
(n+ 1

2
)) = a(�

k
(n+ 1

2
))2 + k

�a(n+ 1

2
)
.

Îïðåäåëèòåëü D = �
k (n+ 1

2
). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî S = aD2 + 1

aD :

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû �1;2 = S
2
�
q

S2

4
�D:

�1 = aD2; �2 =
1

aD
:

Im(�) = 0;=) ýòè òî÷êè ëèáî óçëû(êîãäà �1�2 > 0), ëèáî ñ¼äëà(�1�2 < 0). Ðàñ-

ñìîòðèì õàðàêòåðíûå ñëó÷àè.

1. D > 0; S > 0 òîëüêî ïðè a > 0; S < 0; åñëè a < 0. Òàêèì îáðàçîì , åñëè
n+ 1

2

k > 0, òî: a>0 - íåóñòîé÷èâûé óçåë, a<0 - óñòîé÷èâûé óçåë.

2. D<0 (x<0). Òî÷êè (4) áóäóò ñåäëîâûìè.

Ðàñïîëîæåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðè íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàí-

íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïîêàçàíî íà ðèñ.2.

Áèôóðêàöèè

Ðàññìîòðèì áèôóðêàöèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê â ñèñòåìå ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà a.

Êîãäà a �! �1, òî òî÷êè (3), äëÿ êîòîðûõ n
k < 0 (x<0), ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè

ôîêóñàìè. Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ a ê 0 îíè ïîî÷åð¼äíî, íà÷èíàÿ îò áëèæàéøåé ê

íà÷àëó êîîðäèíàò òî÷êè, ïåðåõîäÿò â óñòîé÷èâûå ôîêóñû. Òàêèì îáðàçîì, â ïðîöåññå

óâåëè÷åíèÿ a ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ ñìåíû òèïà òî÷åê ñ óçëîâ íà ôîêóñû. Ïðè

a �! 0 âñå ýòè òî÷êè ñòàíîâÿòñÿ óñòîé÷èâûìè ôîêóñàìè.

Ïðè ïåðåõîäå a ÷åðåç 0 ïðîèñõîäÿò ñëåäóþùèå áèôóðêàöèè. Òî÷êè (3), äëÿ êî-

òîðûõ x < 0, ñòàíîâÿòñÿ òî÷êàìè òèïà öåíòð (ïðè a = 0); çàòåì ïðåâðàùàþòñÿ â

íåóñòîé÷èâûå ôîêóñû, êîòîðûå ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ a ïåðåõîäÿò â íåóñòîé÷èâûå óç-

ëû; ïðè a �!1 âñå ýòè òî÷êè ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè óçëàìè.

Ñåäëîâûå òî÷êè (3), äëÿ êîòîðûõ n
k
> 0, ïðè èçìåíåíèè a ñîõðàíÿþò ñâîé òèï, êàê

è ñåäëîâûå òî÷êè (4) (
n+ 1

2

k
< 0).

×òî êàñàåòñÿ òî÷åê (4), äëÿ êîòîðûõ
n+ 1

2

k
> 0, òî îíè, áóäó÷è ïðè a < 0 óñòîé÷è-

âûìè óçëàìè, ïðè a = 0 èñïûòûâàþò áèôóðêàöèþ ñìåíû óñòîé÷èâîñòè è ñòàíîâÿòñÿ

íåóñòîé÷èâûìè óçëàìè.
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Ðèñ.2: Íåïîäâèæíûå òî÷êè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðè a > 0:

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà k ìåíÿåòñÿ ëèøü êîëè÷åñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ïðè-

õîäÿùèõñÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ïðî èçìåíåíèå îáùåãî ÷èñëà òî-

÷åê ãîâîðèòü íå èìååò ñìûñëà, ïîñêîëüêó ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê áåñêîíå÷íî.

×èñëåííûé ðàñ÷¼ò ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

×èñëåííûé ðàñ÷¼ò ïðîèçâîäèëñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû rkfixed ïàêåòà Mathcad ïðè

k = �; a = �0; 2: Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ çàäàâàëèñü âáëèçè íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïà-

ðàìåòð âðåìåíè âûáèðàëñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî 40 èëè äî -40 ïðè ÷èñëå òî÷åê èíòå-

ãðèðîâàíèÿ, ðàâíîì 500. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè âû÷èñëÿëèñü îêîëî íåñêîëüêèõ òî÷åê,

íàõîäÿùèõñÿ âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïàðàìåòðû âûáèðàëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

íà ôàçîâîì ïîðòðåòå ïðèñóòñòâîâàëè ñ¼äëà, ôîêóñû è óçëû. Ïðè a < 0 âñå ôîêóñû è

óçëû óñòîé÷èâû.

Îáùàÿ êàðòèíà ðèñîâàëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàëèñü ñ

ïîìîùüþ rkfixed, è ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ìàññèâ çíà÷åíèé ïåðåäàâàëñÿ â Origin 5.0;

âñå òðàåêòîðèè ñòðîèëèñü íà îäíîì ãðàôèêå. Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.3.

Îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ òî÷åê

Ìàòðèöà óñòîé÷èâîñòè èìååò âèä:

M =

8>>>: �yk sin(kx) cos(kx)

2axy +
sin(kx)

k + x cos(kx) ax2

9>>>; :

Íàéä¼ì ïîëîæåíèå ñåïàðàòðèñ âáëèçè ñåäëîâûõ òî÷åê. Èõ íàïðàâëåíèå çàäà¼òñÿ

ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû óñòîé÷èâîñòè.

1. Ñ¼äëà (3) (
y = 0

x = �n
k ; n = 1; 2; 3 : : :



Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ äâóìåðíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû 5

Ðèñ.3: ×èñëåííûé ðàñ÷¼ò ôàçîâûõ òðàåêòîðèé.

Ôèêñèðóåì k = �. Ìàòðèöà óñòîé÷èâîñòè:

M =

8>>>: 0 (�1)n

n(�1)n an2

9>>>; :

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: �1 = 1
2
(an2 +

p
a2n4 + 4n); �2 = 1

2
(an2 �

p
a2n4 + 4n):

Çíà÷åíèþ �1 ñîîòâåòñòâóåò íåóñòîé÷èâàÿ âåòâü ñåïàðàòðèñû, à �2 - óñòîé÷èâàÿ. Âû-

÷èñëÿÿ, ïîëó÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, � = �1(�1)
n�; è � = �2(�1)

n�: Çäåñü � è � - îòêëî-

íåíèÿ ïî y è x.

2. Ñ¼äëà (4) 8<
:

x = �
k
(n+ 1

2
)

y =
(�1)n+1

�a(n+ 1

2
)
; n = �1;�2 : : :

Âûáåðåì n = �1. Òîãäà

M =

8>>>: � 2
a

0
1
�

a
4

9>>>; :

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: �1 = � 2
a ; �2 = a

4
. Óñòîé÷èâàÿ âåòâü � = const; íåóñòîé÷èâàÿ

� = const.

Âû÷èñëåííûå ñåïàðàòðèñû ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâà-

íèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âáëèçè ñåäëîâûõ òî÷åê. Î ãëîáàëüíîì ïîâåäåíèè ñåïàðàòðèñ

ìîæíî ñóäèòü ïî ðèñ.3. Óñòîé÷èâûå âåòâè, êàê ïðàâèëî, ïðèõîäÿò èç áåñêîíå÷íîñòè.

Íåóñòîé÷èâûå ïðèòÿãèâàþòñÿ ê óñòîé÷èâûì íåïîäâèæíûì òî÷êàì. Áàññåéíû àòòðàê-

òîðîâ òàêæå ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ïî êàðòèíå ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ãðàíèöàìè áàññåéíîâ

ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûå âåòâè ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ òî÷åê.


